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Un poco de historia

Los niimeros son abstracciones, ideas o conceptos creados por el ser humano para representar magnitudes (todo lo
que se puede medir). Los niimeros constituyen una de las primeras invenciones de la humanidad, Aunque no es
fécil dar con el origen de los nimeros, es decir, del concepto mismo de nimero, se sabe que respondié a la necesidad
de contar en las sociedades ancestrales de la prehistoria. De estas civilizaciones se han encontrado huesos con
muescas y conjuntos de talladuras, lo que constituye una clara sefal de la necesidad primitiva del ser humano de
establecer un sistema de registro de cosas o del paso del tiempo. Asi lo demuestra el famoso “hueso de Ishango”,
de hace unos 22.000 afos, que tiene muescas talladas y agrupadas a manera de registro. Atin mds antiguo es el
“hueso de Lebombo”, que fue encontrado en Esuatini (Suazilandia), Africa, y se calcula que tiene entre 37.000 y
44.000 afios de antigiiedad. Este presenta una serie de 29 marcas que podrian indicar el registro del paso del tiempo,
ya que corresponde a un mes en el calendario lunar.

Los niimeros naturales y los enteros han sido creados por el hombre para contar. Sin embargo, también es necesario
medir o comparar longitudes, 4reas, volimenes, pesos y todo tipo de magnitudes para las cuales los nimeros enteros
no nos alcanzan. Asi, los racionales sirven para dividir una unidad y parecia que todo tenia respuesta, pero todavia
quedaban “huecos”™: por ejemplo, el resultado de calcular la raiz de dos o la razén entre el didmetro y la
circunferencia de un circulo no pueden expresarse mediante un nimero racional. Es asi que aparecen los
irracionales, algunos trascendentes como el nimero “Pi” o el ndmero “e”.

Todos estos niimeros y sus propiedades serdn estudiados en este capitulo. Quedan ain cuentas sin resolver, como

sacar la rafz cuadrada de -1, y para eso se inventaron los nimeros imaginarios, pero éstos son para otra instancia.

Resumiendo, el conjunto de los nimeros queda definido de la siguiente manera:

J Naturales(N):0.1,5.+/64, E ..........
Enteros(Z)+ _4;
Racionales(() < {E::-Ier ns Negarivos - —4, — wf—_S I

L

M-y

Fraccionarios-1.25,

Lad | k2
|

« »

Pasemos ahora a hablar de las operaciones bdsicas entre los nimeros. Esta son la suma “+”, la resta “-7, la

multiplicacién “x” y la divisién “/”.



La siguiente tabla resume las propiedades de los niimeros reales:

Propiedad Operacién Definicién Significado
(a+b)e R
Suma
El resultado de sumar o multiplicar dos ndimeros reales
Es cerrada
(ab)e R también es un ndmero real.
Multiplicacién S
a+hb=b+a
Suma
El orden al sumar o multiplicar los ndmeros reales no afecta
Conmutativa
ab=ba el resultado.
Multiplicacién
Suma (a+b|+c=a+
No importa el orden de sumar o multiplicar tres o més
Asociativa
nameros reales: el resultado siempre serd el mismo.
Multiplicacién (ab)c =a(bc)
Si a un ndmero real se le suma el cero (neutro aditivo),
Suma - ueda igual.
a+ a q g
Neutro
Multiplicacién al)=a Si un ndmero real se multiplica por 1 (neutro
multiplicativo), queda igual.
Si a un ndmero se le suma su inverso aditivo (también
llamado opuesto), se obtiene como resultado el 0 (neutro
a+(—a)=10
Suma aditivo).
Inverso
s 1 ‘.\'
Multiplicacién (q) — i =1 Si un ndmero se multiplica por su inverso
L a)

multiplicativo, se obtiene como resultado 1 (neutro

multiplicativo).

Distributiva / Factor

Comitn

de la Suma respecto de la

multiplicacién

alb+c)=ab+bec

El factor se distribuye a cada suma.




Ejercicio 1: Antes de la tabla mencionamos que las operaciones eran: suma, resta, multiplicacién y divisién. Sin
y

embargo, en la tabla s6lo mencionamos la suma y la multiplicacién. ;Se te ocurre por qué es esto? ;Cémo

solucionarias este “olvido”?

Sugerencia: qué relacién puedes determinar entre la resta y el opuesto y entre la divisién y el inverso

Ejercicio 2: Resolver primero sin usar la calculadora, y luego usarla para comprobar el resultado.

(_E) 2 + i) +(%__—_TSZ)_
27" -2 @

(=0,3)
0,5.

0,6 —13
[ +03+=5]
A=
30

(1 —0,6).03-(1-05) =

4
--5+15

—(2,5)

Por ultimo, cabe aclarar que estas propiedades van a ser mds utiles cuando resolvamos ecuaciones, por eso es
necesario aprenderlas y entenderlas.
Continuemos aprendiendo las propiedades de los niimeros, pero ahora restringimos nuestro dominio a los nimeros
enteros. Entre ellos hay algunos que tienen una cualidad particular, aunque antes tenemos que repasar algunos
conceptos.
Sabemos que, teniendo dos enteros cualesquiera —llamémoslos “a” y “b”—, siempre van a existir otros dos enteros
—llamémoslos “q” y r’— para los que se cumple con:

a=b.q+r
La condicién que deben cumplir estos niimeros es que b = 0y 0 < r < |b|".

Asi escrito tenemos que a= dividendo, b= divisor, g=cociente, r=resto.

Ejemplos:

Paraa = 37 y b = 3, se tiene que 37 = 3. 12 + 1; entonces, el-cociente es 12 y el resto es 1, que cumple con la
condicién 0 < 1 <|3]

En cambio, sia =3y b = 37, entonces 3 = 37. 0 + 3, por lo tanto el-cociente es 0 (si, el 0 también es un niimero,
no lo discrimines) y el resto es 3, que cumple con la condicién 0 < 3 <|37|

De esta propiedad se desprenden las siguientes definiciones. Cuando el resto de la divisién es 0, decimos que la

division es exacta. Por ejemplo, la division de 18 en 2 es exacta ya que 18=2.9+0

T A |b| se lo llama “médulo del nimero b” y es el nimero sin el signo. Es decir |3| = 3y |-3| = 3.



Seana, b € Z con b # 0 se dice que "b divide a" y se denota b|a si existe un entero n tal que b = a.n.

En este caso, se dice que “a” es divisor o divide a “b” y que “b” es multiplo de “a”.

De esta definicién tenemos que el 1 es divisor de todos los demds enteros, y que todos los enteros son divisores de
si mismos. También se cumple para los opuestos. M4s alld que esto parece “obvio”, tomate un tiempo para pensarlo
y justificar por qué esto es asi.

Ahora bien, hay nimeros que tienen una particularidad especial y es que no tienen ningtin otro divisor, salvo los
mencionados en el pdrrafo anterior. A estos niimeros se los denomina primos, y la definicién formal es:

Un ndmero primo “p” es aquel que tiene 4 divisores (1, -1, p y -p), y un niimero compuesto es aquel que tenga
mids de 4 divisores.

Si un ndimero es pequefio, puede ser relativamente sencillo saber si es primo o no, ya que voy dividiendo por cada
uno de los niimeros més chicos que él y, si ninguno lo divide, entonces tenemos un primo. Ahora bien, si el nimero
es un poco grande, existe una regla que nos permite achicar la cantidad de divisores y que dice lo siguiente: hay que
dividir el nimero dado por todos los nimeros menores o iguales a su raiz cuadrada; si ninguno lo divide, se puede

deducir que el nimero es primo.

Ejercicio 3: demostrar las siguientes propiedades. Recordar que si algo no se cumple se puede demostrar con un

ejemplo.

a) dlayd|b=>d|a+b

b) d|a+bnoimplicaqued|aod]|b

c) d]a+bysesabequed]|a,entoncesd |b
d) d|a=d|a-bVbeZ

e) d|a-bnoimplicad|aod]|b

Como te podrds imaginar, de estas definiciones surgen nuevas propiedades y caracteristicas de los enteros.

Sean a, b € Z, no ambos nulos. El Mdximo Comin Divisor (MCD) entre a y b es el mayor de los divisores que
ay b tienen en comun. El mdximo comun divisor entre a y b se nota mcd(a, b) o (a : b). En lenguaje matemadtico
la definicién es:

d|a,d|bysic|ayc|b, entoncesc<d

Te sugerimos que analices bien esta definicién antes de continuar.
Un método sencillo para obtener el MCD entre dos nimeros es obtener los divisores de ambos, ver cudles tienen

en comun y quedarse con el que sea mayor. Este método es muy bueno si los niimeros son pequenos, pero si son



grandes puede ser bastante arduo; por ejemplo, te invito a que determines el MCD(123423, 342566). Para estos

casos existe un algoritmo que nos puede ayudar.

Algoritmo de Euclides
Antes de enunciar este algoritmo, vamos a enunciar un resultado muy importante: tenemos que si r es el resto de
dividir b por a, entonces med(b,a) = med(a,r). En palabras, el mdximo comun divisor entre b y a es el mismo que

entre a y el resto de hacer b/a (notar que esta es la barra inclinada).

Ejercicio 4: demostrar la propiedad que vimos recién: es decir, demostrar que med(b,a) = med(a,r)

Ahora si con este resultado importante el teorema de Euclides, este es un método recursivo y consta en los siguientes
pasos:

Queremos determinar el MCD(b,a). Entonces, los pasos son:

I) Se divide al nimero mayor por el menor

II) Si la divisién es exacta, el MCD ser4 el divisor

I1I) Si la divisién no es exacta, se divide al divisor por el resto obtenido en la division tantas veces hasta obtener una
divisién exacta. Este tltimo divisor serd el MCD.

Es decir:

Se divide b por a (suponiendo que a<b), y tenemos que:

b=kO.-a+rlcon0O<rl<asirl=0 Paso 0

hacemos a/r1 entonces

a=kl-rl+r2con0<r2<rl Paso 1

y asi sucesivamente hasta que el resto sea cero

rl=k2.-r2+1r3con0<r3<r2 Paso 2

rt-2=kt-1-re-1+rtcon0<r' <r'-1 Pasot1

rt-1=kt-re+0 Paso t

Entonces (a: b) =r t, el tltimo resto no nulo.
Sintéticamente, podemos describir lo anterior como:

mcd(a,b) = med(b,rl) = mcd(r1,r2) = .... = med(rt-1,rt)= mcd(rt,0) entonces med(a,b)= rt (iltimo resto no nulo).



Otra definicién que podemos hacer es la del Minimo Comidn Miltiplo (MCM), veamos:

Sean a, b enteros no simultdneamente nulos; se dice que ¢ es el minimo comdn multiplo de a y b si y sélo si:
i) alcy blc

ii) d tal que, a|d y b|d = ¢|d

Para expresar que c es el minimo comdn mdltiplo de a y b se escribe ¢ = mem (a, b)

Un teorema importante que relaciona el maximo comun divisor y el minimo comdn mdltiplo:

V a,b € Z se verifica que
mcd(a, b) - mcm(a,b) =a- b

Veamos ahora las propiedades del méximo comdn divisor:
Sean a, b Z no simultdneamente nulos. Se verifica que:€
i) med (a, b) = med (b, a)

ii) mcd (a, 0) = [a

iii) med (a, b) = med (-a, b)

iv) med (a, b) = med (-a, -b)

v) mcd (n.a, n.b) = n. mcd (a, b)

Ejercicio 5: Pensar si estas propiedades se cumplen para el MCM,; si no, modificarlas.
El dltimo veamos una tltima definicidn, Sean a, b enteros. Se dice que a y b son coprimos o primos relativos si y

sélo si mecm (a, b) = 1

Ampliemos ahora el dominio y pasemos a estudiar algunas propiedades de los niimeros racionales. Los nimeros
racionales “Q” permiten representar partes de una unidad. Tienen como definicién formal que se pueden escribir
. , m .

como el cociente de dos niimeros enteros, —en el que m es el numerador y n es el denominador, que no puede ser
0 (cero).

Atencién, porque a un mismo niimero racional se lo puede escribir de muchas maneras, ya que 2/4 = 1/2 = -4/-8
= 100/200. ;Podés decirme por qué? Es por ello que hay que elegir un “representante” de cada ntimero, por lo que
se dice que una fraccién a/b es irreducible si el médximo comun divisor de a y b es 1. Si una fraccién no lo es,
podemos transformarla en irreducible al dividir el numerador y el denominador entre su méximo comdn divisor.
Otro método para simplificar es escribir numerador y denominador como productos para eliminar los factores

comunes.
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Tenemos que a los niimeros racionales podemos escribirlos como nimeros decimales, pero no todos los niimeros

decimales pueden escribirse como fraccién de dos enteros. Veamos qué tipo de niimeros decimales son racionales:

e  Nuamero racional finito: es aquel que tiene un niimero finito de cifras decimales.

Ejemplos: a) 0,56 b)152,007 c) 33,124 d) 8,707070708

e Nuamero racional periédico: aquel que tiene infinitas cifras decimales, donde se va repitiendo un patrén,

formado por una o mds cifras, al que se le llama periodo.

Ejemplos: 13,22222222 ... = 13,2
4,373737373737 ... =4, 37
0,481481481481 ... = 0, 481

e Numero racional semi-periddico: aquel que tiene infinitas cifras decimales donde también se repite un

periodo, pero delante de dicho periodo existen cifras decimales que no se repiten.

Ejemplos: 5,21333333333 ... = 5,213
91,64444333333 ... = 91,644443
8,59292929292 ... = 8,592

Pasar de fraccién a decimal es sencillo: simplemente se hace la divisién de los enteros. Para pasar de decimal a
fraccién también es un cédlculo sencillo, aunque es dificil de expresar en forma escrita. Por eso, vamos a ver coémo

hacerlo en clase.

Ejercicio 6: pasar a fraccién los distintos ejemplos y corroborarlo en la calculadora.

Si bien existe una regla mnemotécnica para cada caso, si tenemos en cuenta la idea y adénde queremos llegar, no
es necesario acorddrsela de memoria. Esta idea es multiplicar por potencias de 10 para lograr que los decimales
“desaparezcan”. A veces, multiplicar por el mismo niimero nos alcanza, pero otras veces tendremos que multiplicar

mis veces y hacer alguna resta en el medio.
Pensemos en la nocién de periodicidad de los decimales en algunos nimeros racionales. Que los decimales sean
eriddicos significa que el niimero tiene infinitos decimales: este es un “concepto matemdtico” que significa que
g q que sig q

los decimales no terminan nunca. Aunque en la teorfa estd muy bien manejarse con nimeros infinitos, en la practica

11



se hace imposible. ;Qué significa esto? Que, a la hora de hacer cdlculos, uno tiene que “cortar” el niimero en algtn
lado. Existen dos formas de cortar un niimero: una es 7runcando y la otra es Redondeando. Repasemos qué es cada uno.
El truncamiento es sencillo: simplemente se eligen los decimales con los que se quiere trabajar, o los que sean
significativos, y se corta el nimero en este lugar. Es decir, si tengo el nimero 8,59292929292 y supongamos que
es una medida en metros, me alcanza con que tenga tres decimales (es decir, que representa a los decimetros, los
centimetros y los milimetros), por lo que voy a trabajar con el nimero 8,592.

Para redondear hay que tener un poco de cuidado, veamos cémo se hace. Como antes se elige la cantidad de
decimales con las que se quiere trabajar, por ejemplo n, entonces hay que fijarse en el decimal n+1. Si este es mayor

o igual que 5, entonces se le suma 1 al decimal n, y si es menor a 5 entonces el decimal n se deja como esta.

Ejercicio 7: Las calculadoras no tienen decimales infinitos, por lo que tienen que aplicar alguno de estos dos
mecanismos. Entonces; ;tu calculadora redondea o trunca? Realiza algunos cdlculos, saca una conclusién y

recuérdala.

Terminemos con los racionales recordando cémo se hacen las operaciones bédsicas. Empecemos con la suma, y
haremos la forma mds general y que no falla nunca: los casos particulares se desprenden de ésta y se verdn en la
practica.

. . a_c . .
Si tenemos dos racionales 5 ¥ 7 entonces la suma y la resta se realizan de la siguiente manera:

a- mcn;(b,d) rc- mcn’;(b,d)

a ¢

4 ==

b d mcm(b,d)
mem(b,d mcm(b,d

a ¢ @ b( ) _e. d( )

b d mcm(b,d)

siendo el mem(b,d) el minimo comtn multiplo.

Mientras que la multiplicacién y la divisién se realizan de la siguiente manera:

Sl RS
>
Qlo
S
S
S
S
aQ

Muy bien, volvamos al conjunto de los reales y definamos unas operaciones un poco mas complejas. Comencemos
con la Potenciacién. Se define como potenciacidn a la operacién matemdtica que consiste en multiplicar un mismo
nimero a llamado “base” tantas veces como lo indique otro nimero n llamado “exponente”, el cual es, en principio,

un niimero natural; se obtiene como resultado un tercer niimero P llamado “potencia”, t simbdlicamente se expresa asi:

12



at=a-a-a..... - a(nvecesa) =P

Decimos entonces que P es igual a “a elevado a la n”, o directamente “a a la n”. En particular, si n= 2 decimos “a
al cuadrado”; si n=3 “a al cubo”; n= 4 “a a la cuarta”, etc.

Propiedades de la potencia:

1"=1 | a'=a 1, (a+ 0)
an, am — an+m % — an—m
(@®)™ = g™ (g)n “
at=— @20 (5) :g
ar=_, @ro) (5) =2

fuente: heeps://www.problemasyecuaciones.com/potencias/potencias-ejemplos-ejercicios-resueltos-calcular-propiedades-producto-cociente-simplificar-exponente-base-multiplicar.heml

Ejercicio 8: Demostrar si vale o no la siguiente propiedad
(a+b)" = a"+ b"

Cuando presentamos la potencia pusimos como condicién que “n” tiene que ser un nimero natural, pero también
« . e . ;.

aclaramos que eso es “en principio”. Ahora vamos a extender el conjunto numérico que puede tomar n.

Comencemos con los enteros: vamos a ver qué pasa si n < 0. Por suerte, en las propiedades de la potencia ya nos

anticipan qué debemos hacer para los niimeros negativos.

Ejercicio 9: Definir la potencia en el caso de que n sea negativo (Sugerencia: pensar bien que si n es negativo

entonces -n es positivo, y tener esto en cuenta).

Pasemos ahora a los nimeros racionales. Comencemos con los de la forma % Para cualquier n€IN, se define Va
como el ndmero positivo b que cumple con la igualdad b™ = a . Luego de esta definicién hay que aclarar/pensar
algunas cuestiones.

Primero: a esta operacién no se la conoce como una potencia, sino como una radicacién. Es decir que Ra se lee

’ . 7 . . . n
“rafz enésima de a”. ;Qué relacién hay entre la raiz y la potencia? Para responder a esto es necesario poner a Va =

1
an , esto ultimo son dos formas de anotar la potencia. Ahora si que vemos cémo se extiende la potencia a los

racionales y hereda todas sus propiedades.

13



Lo segundo —que no es Francia— es que, por cuestiones matemdticas que no son dmbitos de este curso y para
simplificar, tenemos que esta operacién se define sélo para niimeros positivos: es decir, a > 0. Vale aclarar que a

veces se habla también de las raices de orden impar de niimeros negativos. Por ejemplo: V=8 = —263/-243 =

—3. En general, si “n” es impar podemos extender la definicién para a < 0.

b
b b 1 1
e . b Z z 2
Por tltimo, si n = —conc=0y b enteros, entonces se define Ya = ac = (ac)? = (aP)¢

1
Y lo tercero y ultimo es lo siguiente: definimos al resultado de hacer an como el nimero b que satisface que b™ =

a. Ahora bien, nuevamente tenemos que hacer una salvedad para los n pares. Para ello analicemos el siguiente

1
ejemplo: 42 = b entonces b> = 4. Decimos que estamos buscando la raiz cuadrada de 2, tenemos que si b=2 se
cumple que 22 = 4 pero también, légicamente, alguien puede decir “pero si b= -2 también se cumple!! Ya que
(—2)% = 4“. Entonces, ;qué hacemos? Para esto debemos hacer una aclaracién importante: lo que hacemos

depende de si estamos resolviendo una ecuacién con una incégnita o si s6lo estamos haciendo un cilculo con
nimeros.
Entonces: si estamos resolviendo una ecuacion, decimos que la raiz de un niimero par tiene dos resultados y lo
n . . 7 7/
anotamos como X = \a = X = %b. Pero si estamos haciendo un cdlculo con niimeros, entonces se define —por
., n . ..
convencién— que Va= +b. Es decir, nos quedamos con el valor positivo.
Para aclarar el concepto hagamos un ejemplo,
.y 2
Ecuacién: x2 = 4 = x = V4 = x =42

Célculo: 23 + 3/4 = 23 + 2 = 25 y este es el resultado.

Ejercicio 10: Para afianzar conceptos, realizar el siguiente cdlculo y decir el o los resultados?

x2= 23 + 4

Para finalizar las operaciones elementales un poco mds complejas, veamos algo de logaritmo. Este y la potencia
estdn intimamente relacionados; tanto es asi que, para definir el logaritmo de un niimero, es necesario pasar por el
célculo de una potencia. Veamos por qué:
Se define el logaritmo de un nimero A, como el exponente C al que hay que elevar una base B para obtener el
ndmero A”. Expresado de manera simbdlica:

logsA=Ce B¢ = A
Segtin la definicién, lo anterior significa que si elevamos la base B al exponente C, obtenemos el nimero A.
Es importante aclarar que lo anterior es cierto siempre y cuando A y B cumplan con las siguientes condiciones

B>0,B=1yA>0

Veamos un cuadro ilustrativo con esta intima relacién:
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Exponente Logaritmo
l Potencia Nimero

g = = loe ¢ =20

T S a

Base de Base de

la potencia logaritmo

Fuente: https://www.aiu.edu/cursos/matematica/pdf%20leccion%201/lecci%C3%B3n%201.3.pdf

Y ahora enumeremos las propiedades:

es0

Propiedad Expresion simbdlica
El logaritmo de |la base es IOg a =1
siempre igual a 1 a
El logaritmo de 1 en cualquier base Iog 1=0
1=

El logaritmo de un producto es igual
a la suma de logaritmos

log, (X - y) = log, X + l0g,
y

El logaritmo de un cociente es igual
a la resta de logaritmos

log, (x/y) = log, X - log, y

El logaritmo de una potencia es igual
al producto del exponente por el
logaritmo de la base

log, (X)°= p - logs X

Fuente: hteps://www.aiu.edu/cursos/matematica/pdf%20leccion%201/lecci%C3%B3n%201.3.pdf

Ejercicio 11: ;Cémo resolvemos el siguiente problema? Encontrar el valor de x que cumpla con:

4*= 64
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Ejercicios:

Resolver aplicando las propiedades:
1)1-(6-3+9)+ (-5+1)-11 =
2)-12+(-5-6-4)—(7-3)=

3) (1 = 5.3): 2 -8: (-2).(-5) +6 =

4)6.(-5+2): (-3)+ (15:3-12)2+ (-7).2 =

5) (72 +1):(~10)+3.3[-8-15:5=

B) 24:(6.5-62) +[5? +2 +40: (=2) —4.(5-8) =

?) i+E_E+z=
2 2 2 2

(33t
2 4 2 6

9)(1—3-2).{}??5+3[—0,1—L +1,27 =

1
10)(5—2' } 1, 2+\IO 541, 2——:—

11}(15—2—#\/100

2) Resolver:

5+2_ 5+2_
9 9 3 2
6+4_ 2
17 17

4+2_ 5 2
3 3 3 5
15 9 5 2
7 7 2 5
1 . 5 5+2_
123 123 4 5

—
]
[F%)
|
[N
|
e’
+

Respuestas:
1) -26 2)-31 3)-21 4)-22
5)-14 6) 6 7)5/2 8)7/12
9)1 10) 1/2 11)0

2 5+3 B

5 9

2 5+7 B

3 3

4 5 6

5 2

2 7 g

5 8=

2 3 2

5 9
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3) Resolver aplicando propiedades de potencia:

312 4 7
4 .6 _ X XX 46 _ -7Y9 (,3)21 —
x*x®= o = 5= (xHe = (x= 7). (2 =
_ 218
x12 523 41 _ x312 _ x73.x® _ (x~3)5 = (*) _
o x265 xZxl (x*)*
x—63 =32 71 x? _ x _ (x~2)7 = E _
X2 x—13 -7 Ux -
x
2 3 2 x~12 x4 e T
X3.x2.x5 = 2 = = (xﬁ) = Vx
x x
4) Por descomposicién en factores primos, encuentra el MCD y el MCM de:
a.15,16,48,y 150 b. 18, 24y 40 c. 500, 700 d. 46y 69
e.2,3,6,12y50 £.5,7,10y 14 g. 13,19,39y 342 h. 32,48y 108
i. 14,38,56y 114 j- 14,28, 30 k. 32y 80 1. 108, 216
m. 96, 102, n. 21, 39, 60 0. 98, 490 p. 529, 1058

q. 845, 1690

5) Resuelve los siguientes problemas utilizando el MCD y/o el MCM.

a) Andrés tiene en su tienda los botones metidos en bolsas. En la caja A tiene bolsitas de 24 botones cada una y
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no sobra ningtin botén. En la caja B tiene bolsitas de 20 botones cada una y tampoco sobra ningin botén. El
nimero de botones que hay en la caja A es igual al de la caja B.

:Cudntos botones como minimo hay en cada caja?

b) Maria y Jorge tienen 25 bolas blancas, 15 bolas azules y 90 bolas rojas. Quieren hacer el mayor nimero de
collares iguales sin que sobre ninguna bola.
:Cudntos collares iguales pueden hacer?

;Qué nimero de bolas de cada color tendrd cada collar?

¢) Un campo rectangular de 360 m de largo y 150 m de ancho estd dividido en parcelas cuadradas iguales. El 4drea
de cada una de estas parcelas cuadradas es la mayor posible.

:Cudl es la longitud del lado de cada parcela cuadrada?

6) Escribir los nimeros primos del 1 al 100. Sugerencia: buscar qué es la criba de Eratdstenes.

7) Basado en la regla de la raiz cuadrada, ;cuéles de los siguientes nimeros son primos?

11,17, 23,27, 89,121, 127, 128, 127, 131, 135, 167, 189 y 199.

8) Explicar por qué el 1 no se considera un ndmero primo, ni tampoco un niimero compuesto.

9) Pasar a fraccién los siguientes nimeros con decimales

a) 2,35 b) 3,234234234... ) 5,121212121... d) 2,9345454...

e) 3,14159 f) 5,124666... g) 8,967 h) 5,121121121121...
i) 3,111313131... j) 5,545 k) 4,127 1) 5,122222....

m) 2,1331133113.... n) 2,1111111 f) 2,22222222..

10) Redondear los siguientes niimeros a tres decimales

a) 1,23564 b) 2,4357698 c) 3,55555555 d) 2,4927

e) 25,2525252525... 1) 2,9475 g) 0,494949494 h) 1,12675 i) 5,9531
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Ecuaciones

Bien, dado que ya sabemos identificar diversos conjuntos numéricos vamos a comenzar a trabajar con ecuaciones.
Recordemos que una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en las que aparecen una (o mads)
incégnitas.

La incdgnita representa al nimero (o ndmeros) que, si existe, hace que la igualdad sea verdadera. Este niimero
desconocido es la solucién de la ecuacién. Entonces, en una ecuacién es fundamental reconocer: las incégnitas,
los datos y el signo de igualdad.

Por ejemplo, la solucién de la ecuacién x> + 1 = —31 es x = —2, pues si reemplazamos x por -2 en la ecuacién

nos queda: (—2)% + 1 = —31 (cumple la igualdad).
Llamamos ecuaciones lineales a aquellas expresiones donde la incégnita estd elevada a la 1.

Por ejemplo, 4x + x = 20 es una ecuacién lineal, porque el exponente de la incdgnita “x" es 1. Para resolverla,
efectuamos algunos pasos de manera ordenada y asi llegar a descubrir el valor de la incégnita: 4x + x = 20 —
5x=20—>x=?—>x=4
Actividad 1: Resuelvan las siguientes ecuaciones lineales

a) 3x—6=x+10 b) 8x—6+3x=5x+7

o 3(x—4)—-203x—-5)=-4 d) 34x—2)—5x+4=2+7x

e) Lasuma de tres nimeros consecutivos es 624. ;Cudles son esos niimeros?

f)  Sial doble del siguiente de un ntiimero le restamos 24, obtenemos como resultado 56. ;Cudl es ese
numero?

Actividad 2: Resuelvan las siguientes ecuaciones en Q

4 — S4yX 928
a) 5—(x+2)—3 b) 13 2x "

3 x+2 x 5 1 x
T § (Gx-1)2-x=7(;-3)

Inecuaciones lineales

Ahora que aprendimos a resolver ecuaciones veremos que las inecuaciones son expresiones similares y su
resolucién es bastante parecida. Ahora ya no nos encontraremos con el signo “=": quienes definen el conjunto
solucién son los signos de desigualdad: menor (<), mayor (>) , menor o igual (<), mayor o igual (=). Por lo

general, las soluciones de las inecuaciones —cuando existen— son conjuntos infinitos.
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Por ejemplo: 3a + 6 > 12

3a>12-6
a> 6 Selee “a mayora3”

El conjunto solucién de la inecuacién suele escribirse en notacién de intervalo: S = (6, +00)

Otra manera de representar la solucién es mediante la notacién de conjunto:

S={a/a>6}

Al conjunto solucién también se acostumbra a representarlo en la recta numérica. En este ejemplo, como “a”
debe ser mayor a 6 (no podemos incluir a "a" en la solucién), debemos tomar los valores de la recta que estdn
hacia la derecha de a.

o@

El punto abierto Q indica, en este caso, que no incluye al seis.
Siel signo es < 6 >, en la recta ponemos el punto abiertoQ), y en el intervalo paréntesis.
Siel signoes < 6 =, en la recta ponemos el punto cerrado@, y en el intervalo corchete.

Los intervalos se llaman cerrados cuando sus extremos forman parte del conjunto, se denominan abiertos cuando
ninguno forma parte del conjunto, y semiabiertos o semicerrados cuando s6lo uno de los extremos forma parte
del conjunto.

[—2; 3] Intervalo cerrado
[—2; 3) Intervalo semiabierto
(=2; 3)Intervalo abierto

[—2; +00) Intervalo infinito

Actividad 3: Resuelvan las siguientes inecuaciones, escribanlas como intervalos cuando sea posible y
represéntenlas en la recta numérica.
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Ecuacién de la recta - Funcién lineal
Hasta ahora trabajamos con ecuaciones de una sola variable. Veamos qué ocurre si tenemos dos variables: “x e y"

Si la relacién entre las variables x e y viene dada por la expresién y = mx + b, donde m y b son constantes fijas
y "x" puede tomar cualquier valor real, entonces dicha expresién representa gréficamente una recta en el plano
cartesiano.

Hay muchas expresiones de la recta, pero en este curso s6lo veremos algunas.

A la expresién y = mx + b se la conoce como “forma explicita” de la recta, dado que la variable dependiente “y"
estd expresada en funcién de la variable independiente "x".

Hay dos puntos importantes para ubicar de una recta de una recta en el plano:

Ordenada al origen que anotaremos como O.A.O es que punto de interseccion de la recta con el eje de las
ordenadas (eje "y"). Veamos cdmo se calcula:

y=mx+b Six=0
y=m-0+b
¥ = b — Es decir que el nimero b siempre serd la interseccién con el eje y, la O.A.O.

Antes de seguir, pensemos un poco ;Qué hicimos para encontrar este punto?
Ahora bien. Como es un punto necesitamos dos coordenadas para definirlo. Como en este punto la variable x =
0, el punto se define como (0; b)

Raiz: Es el punto de interseccién con el eje de las abscisas (eje “x”). Como en este punto la variable y = 0, es

decir serd el punto (x; 0), reemplazando a la y por “cero” y despejando que encontraremos dicho punto.

y=mx+b Siy=0
O0=mx+b

b . T , . . .
——=x —Es decir que el opuesto de b dividido m serd la interseccién con el eje x.
m" serd el valor de la pendiente de la recta y se relaciona con el dngulo que forma la recta cuando corta al eje

Si"m" es un valor positivo, a medida que x aumente su valor la recta ird dindonos imdgenes en "y" cada vez
mayores.

Si"m" es un valor negativo, a medida que x aumente su valor la recta ird dindonos imdgenes en "y" cada vez
menores.

La pendiente de la recta nos dard la inclinacién de la recta.

Con sélo dos puntos podremos graficar cualquier recta.

3

Por ejemplo: y = 3x — 2 —=la O.A.O serd el punto (0; —2) m = 3. 4
Otro punto de la misma podria encontrarse desplazindose una unidad
en x hacia la derecha, siguiendo la direccién del ¢je x, a partir de la

ordenada al origen y luego desplazdndose tres unidades hacia arriba de

manera paralela al eje y.

:Qué ocurre sim = 07 Jol 2 e

® ey o




y=mx+b—>y=0x+b—y=b.Esdecir que el valor de y no varia a medida que la variable x aumenta o

disminuye. En este caso siempre nos quedard una recta paralela al eje x

Por ejemplo: y = 4 quiere decir que “para cualquier valor de x, y serd igual a 4”.

Otra situacién similar podria presentarse frente a la ecuacién que sélo hace alusién a la variable x. Por ejemplo:
x = —1. ;Qué valores podrd tomar la variable y?

La ecuacién del tipo x = a nos dard una recta paralela al eje y que, siempre que a# 0, no tendrd O.A.O.
Grafiquemos el ejemplo:

Actividad 4: Graficar las siguientes rectas, indicando en cada una la O.A.O, la raiz y la pendiente.

a) y=2x—5
b) y=x4+4
o y=—x+4
d y=x

e) y=-4

) 2x—y=3

g 4x—y)—6=2

y o x . , ‘s
h) =+ 3= 1 (saca conclusiones acerca del grifico y de la ecuacidn de la recta expresada de esta forma).

Diferentes expresiones de la ecuacion de la recta

o R

+ % = 1 Ecuacién segmentaria, vemos las intersecciones con los ejes cartesianos: (a; 0) y (0; b)
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Actividad 5: Dada la recta r: —iz + % = 1 hallen la pendiente, la ordenada al origen, la raiz y la expresién

explicita. Luego, grafiquen dicha recta.

Actividad 6: Graficar e indicar los puntos de interseccién con los ejes coordenados.

a) I_ Y-
2 5
b) 2?x+y=1

c) §+4?y=1

La pendiente de la recta puede encontrarse teniendo dos puntos de paso de la misma.
. . . Yo—y
Si Py = (x1;¥1) y P, = (x3;¥,) son dos puntos pertenecientes a la misma recta, entonces m = xz—xl
2741

Actividad 7: Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los siguientes puntos:

) Ly (LD
b) (4 Dy (2;-5)
o (2-3)y(=16)
d 4 -5y 1-1)
e)

Posicién relativa de las rectas

Se dice que dos rectas son paralelas si no existe interseccién entre ellas. Es decir 71 N 1, = @ o si comparten todos

sus puntos (es decir, que estdn superpuestas).

Dos rectas son paralelas si y sélo si tienen la misma pendiente.

Por ejemplo: y = %x +2yy= %x — 3 son paralelas.

i

-2

=

Dos rectas son perpendiculares entre si cuando se intersecan, lo hacen formando entre ellas un dngulo recto (de 90°).

Dos rectas son perpendiculares si sus pendientes son opuestas e inversas.

Por ejemplo: y = %x +1lyy=-— gx + 2 son perpendiculares.
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Actividad 8: Hallar la ecuacion de la recta paralelaay = Zx — 2 que cumpla las siguientes condiciones:
a) Que pase por el punto (2; 2)
b) Quetenga O.AOy =6

c) Que tenga interseccién con la recta x = 1

Actividad 9: Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a y = —2x + 3 que cumpla las siguientes condiciones:
a) Que pase por el punto (—2; 1)
b) Que tenga O.A.Oy = -3

c) Que tenga interseccién con la recta x = —2
Sistemas de ecuaciones lineales

Se llama sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas al conjunto de dos o mds ecuaciones que comparten las
mismas incégnitas donde el mayor exponente de las mismas es uno. Cuando trabajemos con sistema de
ecuaciones lineales dos incdgnitas, geométricamente vamos a encontrarnos con dos rectas donde el objetivo serd
encontrar el o los puntos de interseccion entre ellas, siempre que sea posible.
Un sistema de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas se puede escribir en forma general de la
siguiente manera:
ax+by=c
{a’x +b'y=c

n_n non

y la soluciéon serd el valor de "x" e "y" que satisface ambas ecuaciones S = (x;y)

Casos posibles:

5
4

1

Las rectas no se cortan, son
.. Las rectas se cortan en un

paralelas no coincidentes, el Las rectas son paralelas coincidentes, el

. . . . . Gnico punto, el sistema tiene
Sistema no tiene Solucién' sistema tiene lnﬁnltas SOluClOneS. p >

. 1 . . solucidén Unica.
Sistema incompatible Sistema compatible indeterminado 24

Sistema comnatible




Hay varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales:

e Me¢étodo de sustitucién: consiste en despejar una de las incégnitas en una de las ecuaciones y sustituirla en la

otra.
Ejemplo: {_3x tiy=2
—2x+y=-7
En este ejemplo vemos que la “y” de la segunda ecuacién es fécil de despejar para luego sustituirla en la primera
ecuacion.
—2x+y = -7 -y = 2x — 7 y ahora reemplazamos en la primera ecuacién

—3x +4(2x — 7) = 2 - aplicamos propiedad distributiva
~3x+8x—28=2 > 5x=2+28 ox=2 >x=6

«_»

Ahora reemplazamos en la que despejamos al principio y obtenemos el valor de “y
y =2+:6—7 =5 — Entonces la solucién es}S = (6;5) S.C.D‘

e Me¢étodo de igualacién: consiste en despejar la misma incégnita de ambas ecuaciones y luego igualarlas

x+4y=-6(1)
2x + 6y = -8 (2)
Despejamos x de (2) 2x = =8 — 6y - x = (=8 —6y):2 > x = —4 — 3y

Ejemplo: { Despejamos x de (1) x = —6 — 4y
Y ahora igualamos —6 — 4y = —4 -3y -4y —-3y=—-6+4->y=-2
Buscamos el valor de x en cualquiera de las dos ecuaciones que ya despejamos

x=—6—4-(—2) =2 >Lasolucién serd |S = (2; —2) S.C.D|

e Me¢étodo de reduccién: este método consiste en multiplicar por algin escalar, en caso de que sea necesario, a

una de las ecuaciones para luego sumar o restar intentando anular una de las incégnitas.

3x+2y=3
S5x +4y =4

’ «_»
anularfa “y”.

Ejemplo: {

En este caso podriamos multiplicar por 2 la primera ecuacidn; asi, luego restindolas se

Bx+2y=3)-2->6x+4y=6- 6x+4y = 6. Luego reemplazamos y hallamos “Y”

Sx +4y =4 =
x =2
3x+2y=3—>3-2+2y=3—>6+2y:3—>2y=3—6—>y:—%
LasoluciénesS=(2;—§) S.C.D
2

e Meérodo grifico: se trazan en el mismo plano las dos rectas y se identifica el punto de interseccion

2 3
y = EX -3

Ejemplo: 5 2
y=sx+1

Las rectas son paralelas no coincidentes: se puede apreciar que

tienen la misma pendiente pero diferente O.A.O. No existe i 1 i P I ; 3 5 )
solucién, dado que no hay punto de interseccién.

-S=0S.1
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Funciones

En Matemdtica, a menudo se utilizan tablas de valores para indicar que dos elementos de dos conjuntos, que pueden
ser iguales o diferentes, se relacionan entre si. También utilizamos pares ordenados (x; ¥) y los diagramas de Venn.
Por ejemplo: sean los conjuntos A = {—2;—1;0;3;4;} y B = {—5;—4;—2;0;1;6; 7;8} y la relacién “B es el
doble de A”

Por tabla
A B
2 -4
-1 -2
0 0
3 6
4

AxB = {(—2;-4),(—1;-2),(0;0), (3;6), (4; 8)} como par ordenado

Diagrama de Venn

A —B o9

Dados dos conjuntos no vacios, A 'y B, se llama funcién f definida de A en B a toda relacién tal que a todos los
elementos del conjunto A se le asigna una y s6lo una relacién con algtin elemento del conjunto B.

Al conjunto A se lo llama conjunto de salida, o también dominio de la funcién, y se lo denota Dy . Al conjunto B
se lo llama conjunto de llegada o codominio.

Las funciones se representan de manera similar a las relaciones, pero para simplificar la notacién se utilizan férmulas
que permiten pasar de un conjunto al otro. Se escriben simbélicamente y = f(x) , que se lee “y es igual a efe de
x”, donde “x” representa la variable independiente e “y” represente la variable dependiente. A los valores del
conjunto B que estén relacionados con A se los llama “imagen” y se denota I5. La imagen de una funcién siempre

estd incluida o es igual al codominio; en simbolos: s & Cod

Simbélicamente, expresamos una funcién de la siguiente manera:

f:A->Bly=f(x)

Actividad 1: Identificar cudl de los siguientes graficos representan funciones:

T? “Y




Actividad 2: Dada f: R = R/ f(x) = 3x — 1 indicar su dominio, codominio e imagen. ;Cudl es la imagen para
x=2? ;Cudl es la preimagen para y=8?

El dominio lo definimos de acuerdo con las operaciones matemdticas que se relacionan en la funcién. Hay
operaciones que pueden realizarse con todo el conjunto numérico real y otras que no. Por ejemplo, si nos
encontramos con una divisién sabemos que no podemos dividir por cero; entonces, si la variable estd en el

denominador habrd que restringir el dominio.

Actividad 3: Analizar el dominio de cada una de las siguientes funciones

a) f(x)=5x+4 b) f(x) =x2+3
o) f(x)=4x3+2x-5 d) flx) = xT+4
e) f(x)=7 ) f@)=Vat2
g fO)=VxZ+2 h) fQ) =

Funcién rati
La funcién cuadrdtica es una funcién polinémica de segundo grado. Es decir que la variable independiente tiene

exponente igual a dos y adopta la forma:

fiR = R/ f(x) = ax? + bx + ¢, donde a # 0 y su representacién grafica es una parabola:

1 1y E?}d’.

Actividad 1: Realiza una tabla de valores de [-3;3] y grafica las siguientes funciones en un mismo sistema de

coordenadas:

a) f(x) =x2 b) f(x) = —x? )f()=x*-2 d)f(x)=—x*+2

e)fx)=x-3? ffx)=(x+3)?
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En todas las expresiones de la funcién cuadrdtica aparece la constante “a" y es la que nos indica la concavidad de
la funcién:
e Sia > 0 la funcién tiene concavidad positiva

e Sia <0 lafuncién tiene concavidad negativa

Para representar gréficamente una funcién cuadrtica es necesario encontrar sus puntos notables: O.A.O; raices;
eje de simetria y vértice.

Expresién polinémica desarrollada de la funcién cuadritica: f(x) = ax® + bx + ¢

Como la O.A.O es la interseccién con el eje “y”, debemos evaluar la funcién cuando x=0 para encontrarla:
f(0) =a-0%+b-0+c = cesdecir que f(0) = ¢, dado que los otros términos se anulan.

Para hallar las raices debemos reemplazar a la “y” por cero, dado que es la interseccion con el eje “x”. Recordar

que £(x) =y
y=ax?+bx+c—- ax*+bx+c=0
ax?+ bx = —c despejamos “c”
b C . . . . « »
x% + —x = —— dividimos en ambos miembros por “a
2 2
b b c b
xZ+=x+ (—) =——-+ (—) completamos cuadrados
a 2a a 2a
b\%? _ b2-sac . .
X+-) =~ expresamos como binomio cuadrado y operamos
b b%2—4ac . . .
| x+ Zl = /? Simplificamos y tomamos los posibles resultados
b vbZ-4ac . .
X + - =+ ———— Terminamos de despejar
b | Vb%2—-4ac .
X = —— * ———— Sumamos las fracciones
2a 2a
—b+VbZ-4ac , ., . .
X=—r-—y llegamos a la férmula de Bhaskara (también conocida como la férmula resolvente).

Entonces, para hallar las raices en la expresién polindmica utilizaremos la férmula
—-b+Vb2-4ac

2a
A la operacién que estd dentro de la raiz se la llama discriminante: A= b? — 4a.c

X1, Xy =

e SiA> 0, entonces la funcién tendra dos raices reales distintas.
e SiA =0, entonces la funcién tendrd una tnica raiz real doble, que en este caso coincidird con el vértice.

e Si A< 0, entonces la funcién no tendra raices reales.

El vértice es el punto medio entre las dos raices. Entonces, la coordenada x,, podemos encontrarla: x,, = Lt
Para hallarlo también podemos utilizar otra férmula: x,, = — %
X = x,, serd el valor de la recta donde ubicaremos al eje de simetria. Luego, para hallar y,, simplemente
evaluaremos a la funcién en dicho valor, es decir que y, = f(x;)
Ahora si, hagamos un ejemplo completo:
Graficar y analizar la siguiente funcién: f(x) = 2x? — 6x — 8
Podemos ver en este ejemplo quea = 2;b = —6y ¢ = —8. La funcién tendrd concavidad positiva, dado que
a>0
0.A.0=f(0) = -8 x1:¥:¥:4
Las raices: X, X, = —btvbZ-4ac _ —(=6)+/(=6)2-42:(=8) _ 64100 _ 6+10 _ < 6-10 —4

2a 22 4 4 Xy=———=—=-1
Elvérticex, = 222 = * D =15 & 5 = f(x,) =215 -6-15-8=-125 * 4
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Eje de simetria: x = 1,5 V = (x; 3,) = V = (1,5; —12,5)

Ahora realizamos el grifico

Analisis de la funcion:
Ds:R

I:[-12,5; 4+0)

0.A.0 = (0;-8)
CO:{-1;4}
C*:(=00;=1) U (4; +0)
c:(-1,8)

1€:(1,5; + )

IP: (—0;1,5)
Concavidad positiva.

Expresién factorizada: f(x) = a(x — x1) - (x — x,) donde x; y x, son las raices de la funcién.
La funcién anterior nos quedarfa f(x) = 2(x + 1)(x — 4)

Graficar y analizar la siguiente funcién: f(x) = —=2(x — 1)(x + 3)

Expresién canénica: f(x) = a(x — x,)* + y,

En el ejemplo que hicimos, esta expresién quedarfa f(x) = 2(x — 1,5)% — 12,5

Actividad 1: graficar y analizar las siguientes funcionesf (x) = 3(x + 2)? — 18

a) f(x)=3(x+2)>-18 b) f(x)=—(x+2)(x—05)
o f(x)=3x2—-6x+5 d) f(x)=—-2(x—1)?
e f(x)=x*—4x+3 H flx)=@x—-3)2+1

Actividad 2: hallar la expresién de cada una de las siguientes funciones cuadraticas que cumplan con lo pedido
en cada caso

a) Quetenga 0.A4.0 = 6y sus raices sean 2y — 3

b) Que pase por el punto (2 ; —1) y cuyo vértice es V = (3; 4)

c) Su coeficiente principal es @ = —2 , una de las raices es x; = iy 0.A0=1



Sistemas mixtos

Los sistemas mixtos, también conocidos como “no lineales”, son aquellos que tienen ecuaciones de distinto grado.
Nosotros veremos hasta grado dos, donde uno de los métodos més utilizados para su resolucién es el de
sustitucion, despejando una de las incégnitas de una de las ecuaciones y reemplazédndola en la otra.

2x—y=1
y=—x?+2x+3
Despejamos “y” de la primera ecuacién y = 2x — 1y la sustituimos en la segunda.

Ejemplo: {

2x —1 = —x?% + 2x + 3. Luego despejamos para hallar el o los valores que serdn solucién del sistema.

x242x—2x=3+1-x2=4->|x|=V4 > x=-2Ax=2

Luego reemplazamos buscando el valor de “y”

Six=-2->y=2-(-2)—-1=-5 -5, =(-2;-5)
Six=2-y=2-2-1=3 >5,=(2;3)

™

4

Actividad 1: Resolver los siguientes sistemas gréfica y analiticamente

=x% — 6x 2y + 4x?% =10 — 6x y=
2) {y - b) {y & 0 {2 -
y+x=0 x+y=1 x“—6x=11-y

Polinomios
Se denomina polinomio de una variable “x” a toda expresion de la forma:
P(x) = a,x" + ap_1x" 1+ +a;x+ag

donde a,,, ap_4, ..., @y, ag son nimeros reales, y los exponentes de la variable son niimeros naturales.

n__n

n" es el grado del polinomio y nos indica cudntas raices reales puede tener como méximo el polinomio. Es el

«_»

mayor valor numérico al que aparece elevada la variable “x”.
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Las raices de un polinomio son los valores de “x” para los cuales P(x) = 0.

ay, es el coeficiente principal.

ay es el término independiente.

Los polinomios se caracterizan segun la cantidad de términos que tienen: si tienen un solo término, se llaman
“monomios”; si tienen dos términos, se llaman “binomios”; si tienen tres, “trinomios”; y si tienen cuatro
términos, “cuatrinomios”. Cuando tienen mds de cuatro términos se llaman polinomios de grado "n", donde "n"
serd el mayor exponente que posea el polinomio.

Se los denomina ménicos a los polinomios cuyo coeficiente principal es 1.

Los polinomios pueden estar ordenados de dos maneras:

a) Creciente: P(x) = ag + a;x + -+ ap_1x™ 1 + a,x"

b) Decreciente: P(x) = apx™ + ap_1x"" 1 + -+ a;x + aq

Por lo general, ordenamos los polinomios de manera decreciente.

Si falta algtn término se dice que el polinomio estd incompleto.

Ejemplos:

e P(x) = —2x°+ 4x3 + 5x% — 3x es un polinomio de grado 5, cuyo coeficiente principal es -2, el
término independiente es 0. El polinomio estd incompleto porque falta el término de grado 4, y estd
ordenado de manera decreciente.

e P(x) =x%+ 1+ x3— 4x es un cuatrinomio “ménico” de grado 3, cuyo coeficiente principal y
término independiente es 1. El polinomio estd completo y desordenado.

e P(x) = —x? — 3x — 5es un trinomio de segundo grado, cuyo término independiente es -5 y el

coeficiente principal es -1. El polinomio estd completo y ordenado de manera decreciente.

Observaciones:
e Un polinomio de grado cero es de la forma P(x) = k ,k € R — {0} y se lo denomina polinomio
constante. Por ejemplo Q(x) = 5 es un polinomio constante.
e P(x) = 0 es un polinomio constante especial, ya que siempre vale cero. Recibe el nombre de polinomio

nulo y decimos que carece de grado.
loyd q de grad

Términos semejantes: son aquellos términos que tiene la misma letra con el mismo exponente (parte literal). Por
ejemplo:

e 3x?y4x? son semejantes: los coeficientes son 3 y 4, mientras que la parte literal es x?

e 7x*y 7x3 no son semejantes.

e 2x°y3z® no son semejantes.

Actividad 1: Dados los siguientes polinomios indicar el grado, término independiente y coeficiente principal.
a) P(x)=4x?>—-2x>+1+x3—x

b) R(x) = 5x3 + x? — 4x
o P(x)=x3
d) P(x) =3x%—x*—4x
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Operaciones con polinomios

Sumas o restas: se asocian los términos semejantes, se suman o restan los coeficientes y se mantiene la parte
literal.

Multiplicacién: para multiplicar, siempre que tengan mds de un término se aplica la propiedad distributiva
respecto de la suma y/o la resta. Se multiplican los coeficientes y en las partes literales se utiliza la propiedad del

producto de potencias de igual base.

Por ejemplo: dados los siguientes polinomios
P(x) =4x3+2x—5 Q(x) = —3x3+2x2—-5x+2 R(x) =5x2 -3 T(x) = x3 + 2x

Calcular:

a) 2P(x) —3Q(x) +R(x)= b) P(x):R(x)= o Q(x)—R(x)-T(x)=

)2P(x) =2-(4x3+2x—5)=2-4x34+2-2x—2-5= 8x3 +4x — 10

30(x) =3 (-3x3+2x2—-5x+2) = —9x3 + 6x2 —15x + 6

2P(x) —3Q(x) + R(x) = (8x3 + 4x — 10) — (—9x3 + 6x%2 — 15x + 6) + (5x% — 3)
2P(x) —30(x) + R(x) = 8x3 +4x — 10 + 9x3 — 6x? + 15x — 6 + 5x2 — 3

2P(x) —3Q(x) + R(x) = 17x3 — x? + 19x — 19

b) P(x) - R(x) = (4x3 + 2x —5) (5x? = 3) =

P(x) R(x) = 4x3-5x% + 2x - 5x2 = 5-5x% + 4x3 - (-3) + 2x - (-3) = 5 (-3)
P(x)-R(x) = 20x° + 10x3 — 25x%2 — 12x3 — 6x + 15

P(x) - R(x) = 20x°> — 2x3 — 25x% — 6x + 15

) Q(x) —R(x)-T(x) = (—=3x3+2x? —5x+2) — (5x?> = 3) - (x3 + 2x)

Q(x) —R(x)-T(x) = —3x3+2x?>—5x+2—(5x?-x3—3-x3+5x%-2x —2-2x)
Q(x) —R(x)-T(x) = —3x3 +2x% —5x + 2 — 5x° — 3x3 + 10x3 — 4«x

Q(x) —R(x)-T(x) = —5x° + 4x3 + 2x% — 9x + 2

Actividad 2: dados los siguientes polinomios
P(x) =5x*—2x3—-5Q(x) =5x3—3x2+4x—3 R(x) =2x*> —6xT(x) = —x+3

Calcular:

a) —3P(x) +4Q(x) +;R@) = b Q)T = 0 Q(x)—P(x)-Rkx) =

Productos especiales:

Si desarrollamos un binomio al cuadrado o un binomio al cubo y aplicamos propiedad distributiva obtenemos:
e (a+b)*=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=a*+2ab+ b?

e (a—-b)?=(a-b)-(a—b)=a-a+a-(—b)—b-a—b-(—b) =a®?—2ab + b?

Por ejemplo: (4x + 3)2=(4x)?+2-4x-3+3%2=16x%+24x+9

e (a+b¥=(a+b)-(a+b)-(a+b)=(a-a+a-b+b-a+b-b)-(a+b)

(a+b)=(a’®+2ab+b?)-(a+b)=a’-a+2ab-a+b?-a+a’ b+2ab+b?b
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(a+ b)3 = a® + 3a?b + 3ab? + b3
Por ejemplo:

(2x—3)3=(2x)3+3-(2x)?-(=3) +3-2x-(=3)% + (—=3)% = 8x3 — 36x% + 54x — 27
Y si tenemos un producto de conjugados obtenemos:

e (a+b)-(a-b)=a-a+a-(-b)+b-a+b-(—b) =a?— b?

Por ejemplo: (x —4) - (x + 4) = x* — 16

Actividad 3: resolver los siguientes productos

a) (x—5)*= b) (—x+4)3 = 9 (=3x—1)2=
d (2x—-3)2x+3) = ) (5x+1)(-5x+1)= ) (—2+5x)3 =

Divisién: para dividir dos polinomios, se ordenan en forma decreciente y se completa el polinomio dividendo. El
polinomio a dividir debe ser de grado mayor o igual que el polinomio divisor. El resto debe ser un polinomio de
grado menor que el divisor.

Ejemplo: P(x) = 6x* —5x% + 2x + 3 Q(x) = 2x + 3

6x4+0x3—5x2+12x—12Lv+3

 6xt +9x3 3x3—gx2+%x—§
0—9x3 —5x2+12x — 1
—9x3 — 2 2
2

0+§x2+nx—1

e
Tx24 2y
2 4
0—>x—1
4
3 -9
_—x—_
4 8
0+2
8
) 9 17 3 1
El cociente es C(x) = 3x3 —Exz +x —gyel resto R(x) = 5

Actividad 4: efecttien las siguientes divisiones:
a) (4x2+5x—6):(2x+4) =
b) —x+x3—-2x6—x):(x3+x+1)=
o (4x*—6x2+8);(x?>—-4) =

Definicién: Dado un polinomio P(x) y a € R, se llama valor numérico de P (x) o especializacién de P(x) para
X = ay notamos P(a) al valor que toma el polinomio al reemplazar la indeterminada x por a y efectuando las
operaciones indicadas. Por ejemplo:

Sea P(x) = 6x* — 5x2 + 2x + 3 hallar P(—1).

P(-1)=6-(-D*-5-(-1)*+2-(-1)+3=2
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Raiz de un polinomio (también llamada ceros de un polinomio): dado un polinomio P(x), se dice que "a" es

raiz del polinomio si y sélo si el polinomio evaluado en "a" da cero.

En simbolos: "a" es rai de P(x) <> P(a) =0

Por ejemplo, x = 2y x = —3 son raices del polinomio P(x) = x* — 13x? + 36, dado que
P(2)=2%*-13-22436=0 y P(-3) =(-3)*—13:(-3)2+36=0

Regla de Ruffini: si el divisor es de la forma x + a podemos realizar la divisién de una manera mds practica
utilizando esta regla. El polinomio a dividir debe estar completo y ordenado de forma decreciente. Luego
trabajamos solamente con sus coeficientes. Por ejemplo:
(5x2 — 14 — x3): (x — 2) ordenamos y completamos el polinomio —x3 + 5x2 + 0x — 14

Coeficientes ordenados
-1 5 0 —14

IS

=2 —2 6 12

2 . I -1 3 6 |-2 Elrestoes—2

% \ ) >

° C(x) = —x? + 3x + 6 Los nimeros que nos quedan como resultado sern los nuevos
&3]

coeficientes del cociente que tendrd un exponente menos que el dividendo.

Actividad 5: hallar el cociente y el resto aplicando la regla de Ruffini
a) (x®—=3x2-2x+1):(x+2)=
b) (—x?+3x*—5+4+x):(x—3)=
o (—x5=3x2-x+2):(x-1)=

Divisibilidad de polinomios

Si al dividir un polinomio P(x) por un polinomio no nulo Q(x) el resto es cero, se dice que el polinomio
P(x) es divisible por el polinomio Q(x) o que Q(x) divide a P(x) . Por ejemplo: consideremos los siguientes

polinomios:

P(x) =2x3—4x2-5x+1,Q(x) =x—2,R(x) =x+1
:Es P(x) divisible por Q(x)? ;Es P(x) divisible por R(x) ?

Les dejamos como tarea que verifiquen la respuesta.

¢Habr4d otra forma de saber si un polinomio es divisible por otro si la necesidad de hacer la divisién?
Debe realizar la divisién entera entre los polinomios si el polinomio divisor es de grado igual o mayor a dos o es

un polinomio de grado uno no ménico.

Ahora, si el polinomio divisor es ménico y de grado 1, es posible determinar el resto de la divisién sin necesidad

de efectuar la operacién. El teorema siguiente lo explica:

Teorema del resto: el resto de la divisién entre un polinomio P(x) y un binomio (polinomio) de la forma x —
a es igual al valor numérico del polinomio cuando x toma el valor “a”, que podemos expresar como P(a) .
Retomando el ejercicio que propusimos anteriormente, serd ficil responderlo utilizando este teorema:
P(2)=2-23-4-22-5-2+1=-9 - P(x) no es divisible por Q (x)
P(-1)=2-(-1)3—-4-(-1)2=5-(=1) + 1 = 0 - P(x) es divisible por R(x)
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Actividad 6: Hallar el resto de las siguientes divisiones
a) (=3x2+7x+1):(x—4) =

b) (—2x3+x%?—4x+5):(x+2)=

) (64x5+x2—x+2):(x—%)=

Factorizacién de polinomios

Factorizar un polinomio significa poder expresarlo como producto de otros polinomios. En muchas ocasiones,

factorizar resulta atil para resolver ecuaciones, inecuaciones o simplificar expresiones algebraicas. Para realizar este

proceso se aplican diversos recursos algebraicos, algunos de los cuales analizaremos a continuacion.

e Factor comiin: es la operacién contraria a la propiedad distributiva, y debemos observar si hay factores que
se repiten en todos los términos del polinomio. Para ello, vemos si hay un divisor comun entre todos los
coeficientes y/o si la indeterminada se repite en todos los términos. A los coeficientes se los divide por el
DCM (divisor comin mayor) que hayamos encontrado, y con las letras utilizamos las propiedades de

cociente entre potencias de igual base.

Ejemplo:
e P(x) =20x° — 4x* — 8x3 + 12x2 vemos que todos con coeficientes se pueden dividir por 4 y todos

poseen a x como indeterminada; entonces dividimos a todos los términos por 4x?2.

Observacién: Siempre debemos elegir la letra con el menor exponente, ya que no nos pueden quedar exponentes
negativos.

P(x) = 20x5 — 4x* — 8x3 + 12x% > P(x) = 4x%(5x3 —x2 — 2x + 3)

e R(x) =3x%—2x* — 8x? + 5x. En este ejemplo vemos que solamente se repita el factor "x"
R(x) = 3x% — 2x* — 8x2 + 5x » R(x) = x(3x°> —2x3 —8x + 5)

Actividad 7: Extraer factor comuin siempre que sea posible
a) P(x) = 16x°® — 48x* — 24x3 + 12x5
b) R(x) = 8x> — 4x* — 9x3
o P(x) =21x° — 14x* — 28x?

e Factor comdn por grupos: recurrimos a este caso cuando las expresiones algebraicas no tienen un factor
comun en todos sus términos. Debemos ver si, al agrupar siempre con la misma cantidad de términos, estos
nuevos grupos si admiten factor comuin. Luego, en cada término debe aparecer el mismo factor entre
paréntesis para poder extraerlo nuevamente. Asi, al extraer nuevamente el factor comun, la expresion queda

factorizada a través del factor comun por grupos.

Ejemplo:
e P(x) =16x* —4x3 — 12x + 3 Vemos que 16x* — 4x3 se pueden dividir por 4 y comparten a su vez la

indeterminada. Luego, a los términos 12x + 3 se les puede extraer el factor 3.
P(x) = 16x* —4x3 —12x + 3
P(x) = (16x* — 4x3) — (12x — 3)

P(x) = 4x3-(4x — 1) — 3 (4x — 1) en los dos términos se repite (4x — 1), lo sacamos de factor comin
P(x)=(4x—1) - (4x3 = 3)
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Actividad 8: Extraer factor comin por grupos siempre que sea posible
a) P(x)=6x3—2x2+9x—3
b) R(x) = 5x°+2x® —35x* — 14

> Diferencia de cuadrados: este caso se puede utilizar cuando tenemos dos términos cuadriticos y s6lo uno de

ellos es negativo. Cuando nos encontremos en esta situacién, debemos hallar las bases de los cuadrados y

luego expresarlo como un producto de conjugados.

a’—b?>=(a+b) (a—b)
e Ejemplos:
P(x) =x%-9
P(x)=x*-32->a=xb=3
P(x)=(x—-3)(x+3)

R(x) = 4x? + 16 > Tenemos dos cuadrados, pero ambos son positivos: entonces no es una diferencia de

cuadrados.

Actividad 9: factorizar aplicando diferencia de cuadrados.
a) R(x) =16x?—25
b) T(x)=x*-81

> Trinomio cuadrado perfecto: para utilizar este método debemos corroborar tres cosas:
e  Que tenga tres términos
e Que dos de sus términos sean cuadrados positivos.

® Y que el tercer término sea el doble producto de las bases de esos cuadrados.

Si se cumplen estas tres condiciones, podremos expresarlo como un binomio al cuadrado:

a’? + 2ab + b? = (a + b)?
a’? —2ab + b? = (a — b)?

Ejemplo:
e P(x)=4x%2-12x+9

P(x) = (2x)2 —12x + 32 > a = 2x,b = 3y se cumple que — 2ab = —2-2x -3 = —12x
P(x) = (2x — 3)?

e R(x)=x?+5x+25
R(x) =x2+5x+5% > a=x,b=5peronose cumple que 2ab =2-x -5 = 10x # 5x

Por lo tanto, no es trinomio cuadrado perfecto.

Actividad 10: factorizar aplicando trinomio cuadrado perfecto.
a) R(x)=x%?-72x+36
b) T(x)=%x2+x+1
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> Cuatrinomio cubo perfecto: para utilizar este método debemos corroborar cuatro condiciones:

* Que tenga cuatro términos

¢  Que dos de sus términos sean cubos

® Que un término sea el triple producto de la primera base del cubo elevada al cuadrado por la segunda base
sin elevar

e Y que el otro término sea el triple producto de la segunda base del cubo elevada al cuadrado por la primera

base sin elevar.

Si se cumplen estas cuatro condiciones, podremos expresarlo como un binomio al cubo:

La férmula quedaria: a® + 3a?b + 3ab? + b® = (a + b)3

Ejemplo:
e P(x)=-27x3+54x%>—-36x+8
P(x) = (—BX)3 + 54X2 — 36x + 23 - a= —3X, b=2 y se Cump]e que:
3a%bh =3+ (—3x)%-2 = 54x2 3ab? =3-(=3x) 22 = —36x
- P(x) = (—3x + 2)3

e R(x)=x3-3x?+6x—-1
R(x) =x3—3x?+6x+ (—1)> > a=x,b = —1 en este ejmplo observamos que:

Si bien 3a?b = 3 (x)? - (—1) = —3x? no se cumple que 3ab? = 3-x - (—1)? = 3x # 6x

Por lo tanto, no es cuatrinomio cubo perfecto.
Actividad 11: factorizar

a) R(x) =x3—15x%2+75x — 125
b) T(x)=-8x3+12x2—-6x+1

Factorizacién de un polinomio a partir de sus raices

Hemos visto que se llama valor numérico de un polinomio para x = a, y lo escribimos P(a), al niimero que
resulta al reemplazar la variable del polinomio por "a" y luego realizar todas las operaciones.

Por el Teorema del resto, si P(a) = 0, decimos que "a" es raiz del polinomio.

Entonces, un polinomio P(x) es divisible por (x — a) si y solo si “a” es una raiz de P(x). Todo polinomio de

una variable y de grado "n" que tenga "n" raices reales puede expresarse de forma factorizada como:
P(x) = ap(x — x1)(x — x3) . (x — x)
Siendo a,, el coeficiente principal y x; , X3 ... X, sus raices.

El orden de multiplicidad de una raiz en un polinomio es la cantidad de veces que aparece, en su expresion

factorizada, el factor asociado a dicha raiz.

Ejemplo: P(x) = 3x%(x — 4)2(x + 1)(x — 7)3 , entonces 0 y 4 son raices dobles (o con orden de
multiplicidad 2), —1 es raiz simple (o con orden de multiplicidad 1) y 7 es raiz triple (o con orden de

multiplicidad 3)
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Observaciones: En la expresion factorizada de un polinomio podemos observar rdpidamente sus raices. No todo
polinomio tiene raices reales, pues no siempre una ecuacién de la forma P(x) = 0 tiene solucién en R.

Por ejemplo, el polinomio P(x) = x2 4 4 no tiene ninguna raiz real. Si intentamos despejar la ecuacién que
resulta de P(x) = 0, nos queda x2 + 4 = 0 y no existe valor posible de x que satisfaga la ecuacién.

Con los casos de factorizacién que aprendimos podemos expresar en forma factorizada cualquier polinomio.
Ejemplos: expresar en forma factorizada cada uno de los siguientes polinomios y determinar sus raices reales.

e Consideremos el polinomio P(x) = 3x* — 30x3 + 75x2

P(x) = 3x* — 30x3 + 75x? — extraemos factor comtn 3x?
P(x) = 3x2(x? — 10x + 25) - ahora aplicamos trinomio cuadrado perfecto en el paréntesis.
P(x) = 3x2(x — 5)? —Las raices reales de P son: 0 Y 5, ambas de orden de multiplicidad 2.

e Veamos este otro ejemplo: R(x) = 2x3 + 4x? — 18x — 36

R(x) = 2x3 + 4x? — 18x — 36 — extraemos factor comun 2

R(x) = 2(x3 + 2x% — 9x — 18) — extraemos factor comiin por grupos

R(x) = 2[(x%(x +2) — 9(x + 2)]

R(x) = 2(x? — 9)(x + 2) — Aplicamos diferencia de cuadrados en el primer paréntesis.

R(x) = 2(x —3)(x + 3)(x + 2) —Las raices reales de R(x) son : 3, =3 y — 2, todas de orden de

multiplicidad simple.
Actividad 12: resolver las siguientes ecuaciones

a) 0=x%-—10x+25

b) 25x*+10x3 —5x2 =0
o —x3=-2x2-3x+6
d) Zx=3x%-27+2

) 0=x*+1
) —x*—1=2x2

g 0= (x*—18x%+81).(x° + 4x3)
1

h) 0=x*——
16

Pasemos ahora a un tema que tiene “mala prensa”: la trigonometria. Si bien este tema trae muchos dolores de
cabeza, si logramos entender y no hacemos las cosas de memoria es un tema sencillo y util. La trigonometria es una
de las ramas mds versdtiles de las matemdticas, y tiene aplicaciones tanto tedricas como pricticas. El poder y la
versatilidad provienen del hecho de que puede considerarse de dos maneras diferentes.
Una de ellas define la trigonometria como el estudio de funciones de nimeros reales, para estudiar las ondas
arménicas que influyen en la musica, por ejemplo; la otra, como estudio de funciones de dngulos, para medir
longitudes y direcciones.
Comencemos con la definicién mds bésica y necesaria en trigonometria. Se denomina dngulo a la seccién del plano
que queda comprendida entre dos semirrectas que se originan en un mismo punto y estdn colocadas en distintas

direcciones, es decir que “apuntan” a distintos lugares. El punto en el que se inician las semirrectas se denomina

“vértice del dngulo”; en tanto que cada una de las semirrectas que lo delimitan se denominan “lados del dngulo”.
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Ejercicio 1: ;cudntos dngulos se definen si tengo dos semirrectas que se intersecan en un punto como dice la
definicién? Sugerencia: ayudate con un gréfico.

Agreguemos ahora unos ejes cartesianos, es decir un origen, que convencionalmente es el (0, 0) y dos ejes que se
cruzan en ese origen, uno horizontal y otro vertical. También, de manera convencional se denomina al eje
horizontal como ge X y al eje vertical como ¢je ¥; dividamos estos ejes en intervalos iguales y a cada uno de esos
intervalos los denominaremos unidad. Otra vez por convencidn, se establece que si voy hacia la derecha, desde el
origen y sobre el ¢je X, las unidades se van “sumando” y los niimeros son positivos. De manera contraria, si me voy
hacia la izquierda las unidades se restan y los niimeros son negativos. De igual manera, se define positivo hacia
arriba sobre el eje Y, mientras que es negativo hacia abajo. Estos ¢jes dividen el plano en cuatro cuadrantes que se
numeran del I al IV: el T estd arriba a la izquierda, y el resto se numera en sentido antihorario (contrario a las agujas
del reloj).

Ya tenemos nuestro sistema de referencia. Estudiemos ahora los segmentos que tienen como inicio el origen y que
terminan en un punto de coordenadas (a,b): esto significa que me alejo “a” unidades del origen de manera paralela
al eje X y me alejo “b” unidades del origen de manera paralela d

al eje Y. En el caso en que tanto a como b sean mayores a ol

II C sl ¢

cero, el segmento queda representado como en la figura de la b
a,

derecha.

Al par (a,b) se los denomina “coordenadas del punto” y es

llustracion 1: Representacion de un segmento en un sistema de ejes
una forma de “nombrar” un punto en el plano cartesiano. cartesianos. Un segmento se puede definir por sus coordenadas
(a,b) o por su distancia y angulo (d,a)

La otra manera es dar un dngulo () y una distancia (d).
Veamos cdmo se hace.

En un sistema de ejes cartesianos, es convencidon que los
dngulos se miden desde el eje X positivo. Por lo tanto, se

) . . . ITIC o e
define que un dngulo es positivo cuando se mide en el sentido 404

Y
contrario a las agujas del reloj (también llamado sentido

antihorario, levégiro o directo) y, por ende, es negativo si se

mide en el mismo sentido que las agujas del reloj (sentido horario, dextrégiro o indirecto). En general, los dngulos
se denominan con letras griegas, pero vos llamalos como quieras.

Existen distintos sistemas de medicién de dngulos. Los que veremos en este curso serdn el sistema sexagesimal y el

sistema circular.
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Sistema sexagesimal: Por definicién, en este sistema una vuelta completa
equivale a 360 grados. Esto se escribe asi: 360°. Luego, 3/4 de vuelta
equivalen a 270°, 1/2 vuelta equivale a 180° y 1/4 de vuelta equivale a 90°.

A su vez, un grado se divide en 60 minutos (se escribe 60’) y un minuto se L e )

divide en 60 segundos (60”), por lo que las equivalencias quedan asi:

1° & 60’

1) (_) 60”
llustracion 2: angulos principales del

De esta manera, al dngulo 6 = 18°12°20,22” también se lo puede escribir sistema sexagesimal

como & = 18.205616667° pero también como & = 18°12,337’

Ejercicio 2: comprobar que la equivalencia es correcta. Es decir, pasar el dngulo § de grados minutos y segundos a

grados, y viceversa.

Sistema circular: También por definicién, en este sistema una vuelta ’
completa equivale a 2r radianes®. Esto se denota: 2n rad 6 2x. En general,

en este sistema no se escribe la unidad. Es decir, un dngulo de 2 radianes

) nrad

se expresa como 27. Por eso, a veces confundimos al nimero irracional © nrae

(pi) como la unidad, pero no lo es: simplemente es un nimero como =

cualquier otro ;0 no? Los radianes se escriben como un nimero real, las

fracciones de radianes no tienen una notacién particular. De esta manera, llustracion 3: angulos principales del
sistema circular

V2 vuelta mide = radiantes y % de vuelta mide 7/2 radianes.

Muy bien, ahora que tenemos nuestros sistemas de medicién de dngulos sélo resta aclarar una cuestién importante.

Estos sistemas son multivaluados: ;qué significa esto? Quiere decir que un mismo dngulo puede definirse con

infinitos dngulos, pero todos son el mismo. Esto es porque dan un nimero entero de vueltas. Asi, el 4ngulo o =

126° es el mismo que a = 486° = 1566°. De la misma manera, el dngulo 0 = 1,23 rad es igual 2 0 = 7,51 rad =

20,08 rad.

Ejercicio 3: determinar cudntas vueltas se dieron al definir los dngulos o y o de diferente manera. Para pensar:

¢Por qué en el caso de radianes se puso el simbolo de aproximado (=) y no el de igual (=)?

Ejercicio 4: encontrar la relacién entre los dos sistemas vistos (es decir, cémo pasar del sistema sexagesimal al

circular y viceversa).

2 Un radian se define como el angulo para el cual la longitud de arco, L, es igual al radio, r, de la circunferencia.
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iExcelente! Como ya tenemos definido el dngulo, ahora pasemos a definir la
Ic ki Ic

distancia. Para esto volvamos a la ilustracién 1: si observamos bien la figura b
veremos que el segmento, junto con lo que miden las coordenadas, forman un
tridngulo rectdngulo. Es mds: podria decirse que podemos formar dos tridngulos

recténgulos. Te pido que pienses un poco en esto y que trates de ver cudl de los

dngulos, del otro triangulo que no estd rayado en la ilustracién 4, es igual a a. Si R i

recuerdan cémo se definen los lados de un tridngulo rectdngulo, y teniendo en
llustracion 4: Todo segmento lleva

cuenta que miramos el dngulo a, tenemos que: la hipotenusa mide d unidades, asociado un triangulo rectangulo

el cateto opuesto mide b unidades y el cateto adyacente mide a unidades. Por lo tanto, podemos aplicar el famoso
teorema de Pitdgoras, que dice asi: “En todo tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la

suma de los cuadrados de los catetos”, que en férmulas y segtin nuestra notacién queda asi:

d*> = a? + b?

Si miramos con atencién la férmula anterior, encontramos que no sélo definimos la distancia del vector, sino que
también encontramos la relacién entre las coordenadas (a,b) del segmento con uno de los componentes de la otra
forma de definirlo (d,). Veamos ahora cudl serfa la otra relacién: es decir, la que relaciona (a,b) con a.

Para esto, recordemos las caracteristicas de los tridngulos rectingulos y que con éstos se definian funciones
importantes. Estas son las funciones trigonométricas y aqui vamos a ver las bdsicas: el seno, ¢l coseno y la

tangente. Recordemos como eran definidas:

Cateto opuesto

sen(a) =
@ Hipotenusa
Cateto adyacente
cos(a) = -
Hipotenusa
Cateto opuesto sen(a)

T 0T = =
g(a) 6 Tan (a) Cateto adyacente  cos(a)

Si lo relacionamos con la ilustracién 4, el tridngulo que definimos y lo que mide cada lado, podemos escribir estas

ecuaciones como:

a b b
cos(a) = ] sen(a) = ] Tan (a) = 2

41



Asi, tenemos la relacion entre los pares (a,b) y (d,a). Antes de seguir hagamos una aclaracién importante. Estas
funciones son multivaluadas: esto significa que, por ejemplo, el seno de un dngulo o es igual al seno de un dngulo
 y sin embargo o = 8. En férmulas:

sen(c) =sen(§)y o # 6

Esto puede ser un problema a la hora de usar la calculadora, principalmente cuando usamos las funciones inversas:
son las funciones arcoseno (arc sen), arcocoseno (arc cos) y arcotangente (arc tan). En la calculadora pueden aparecer

como sen’', cos” y tan™.

Ejercicio 5: decir, con ayuda de un grifico, cémo es el signo de las funciones trigonométricas respecto de los valores

de ay b. Usar la calculadora para comprobar la multivaluacién de las funciones.

Vamos a explicar esto de la multievaluacién de las funciones trigonométricas de una manera grafica y empezar a

relacionar las funciones trigonométricas de dngulos de diferentes cuadrantes.

De acuerdo con la definicién de los cuadrantes, y teniendo en cuenta cémo se miden los dngulos, tenemos que los
valores de los mismos en cada cuadrante son:
IC 0° < o < 90°
IIC 90° < a < 180°
IIIC 180° < a < 270°

IVC 270° < o < 360° también podemos poner -90° < a < 0°

Comencemos con un dngulo del segundo cuadrante: en la ilustracién 5 vemos ;
un segmento del segundo cuadrante y, tal como hicimos antes, le asociamos

un tridngulo rectdngulo (o dos). También vemos que existen por lo menos (b

tres dngulos asociados a estos tridngulos, que son: a, §, 6. Por la forma en Rt X

que se miden los dngulos que mencionamos mds arriba, el dngulo
correspondiente al segmento es o; ademds es mayor a 90° y menor que 180°,

por lo que es un dngulo del IIC, que es donde estd representado el segmento

(a,b). Para pensar, de acuerdo con sus medidas: ;a qué cuadrante/s pertenecen 5 -
llustracion 5: segmento definido en el

.., . . . segundo cuadrante
8 y 02 Por definicidn, el cateto opuesto a o mide b unidades, mientras que el g

adyacente mide a unidades, por lo que las funciones trigonométricas quedan definidas como antes:

a b b
cos(a) = ] sen(a) = 1 Tan (a) = P
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Ahora bien, para el dngulo 6 el cateto opuesto y el adyacente también miden b y a unidades. Pero con la siguiente
salvedad: como & es un dngulo del IC (por lo que mide), estas unidades son positivas (ver ilustracién 4). Entonces
con el cateto opuesto no hay ningtin problema porque b es un niimero positivo, pero con el cateto adyacente si lo
hay, ya que a es un nimero negativo (por estar a la izquierda del origen): por lo tanto, en realidad el cateto
adyacente de 8 mide -a unidades.

Por favor, releé este parrafo todas las veces que sea necesario hasta entender lo que se quiere decir.

Entonces, las funciones trigonométricas para 8§ quedan de la siguiente manera:

cos(d) = %a sen(§) = Z Tan (8) = La: _S

Compardndolas con las férmulas para a, vemos que

cos(a) = —cos(6) sen(a) = sen(§) Tan (a) = —Tan(d)

Ademis, si analizamos bien la ilustracién 5 vemos que podemos determinar una relacién entre ambos dngulos, ya
y:

que a + & = 180°.

Lo mismo podemos hacer con el d4ngulo o, en donde, y por ser también un dngulo del IC, su cateto opuesto vale

-a y su cateto adyacente vale b. Asi, esta vez las funciones quedan de la siguiente manera:

Tan (o) = —“

sen(o) = 5

_ —a
cos(o) = 7 P

Si miramos bien las ecuaciones y las comparamos con las de & nos quedan las siguientes relaciones:
cos(a) = —sen(o) sen(a) = cos(c) Tan(a) = —1/Tan(o)
Encontrando que los d4ngulos se relacionan de la siguiente manera; a = 90° + ©.
Ejercicio 6: hacer el mismo andlisis con segmentos definidos en el IIIC y en el IVC.
Para finalizar con este tema, veamos dos teoremas importantes que complementan al de Pitdgoras para formar las

bases de la trigonometria: el teorema del seno y el del coseno. La diferencia con el de Pitdgoras es que estos teoremas

se aplican a cualquier triangulo (ilustracién 6): no es necesario que sean tridngulos rectdngulos.
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Teorema del seno: dado cualquier tridngulo de lados a, b y ¢, y cuyos dngulos

— b ¥
interiores son @, formado por los lados b y ¢; B, formado por los lados a y ¢ )
llustracion 6: Un triangulo cualquiera
y Y, formado por los lados a y b, se cumple que: cuyos aln%ulos uz)tern?:s SO;’ apyvy
ados a, b, c. Fuente:
sen ( a) sen ( ,3) sen (]/) https://www.geogebra.org

a b c \.Q
Cc

Teorema del coseno: dado cualquier tridngulo, se cumple que:

a2 = b+ 2 — 2bccos
¥ = a®+ ¢ — 2accos B
? = a® + b —2abcosy

...y con estos teoremas fundamentales, terminamos.

Ejercitacién:

1 a) Transformar el dngulo de grados a radianes:
1) 15° 2) 35° 3) 80° 4) 1500 5) 200°
6) 90° 7) 60° 8) 45° 9) 300

1 b) Transformar el dngulo de radianes a grados:

1) Zraaf 2) lmd 3) 37 rad 4) 17—”maf
5 10 4

2) ;Qué dngulo forman las agujas de un reloj a las cuatro y media en punto? ;Y a las 10:20 hs.?
a) Dibujen en un griéfico los siguientes dngulos: 45°, 1200, -50°, 315°, -120°, 1,23 rad, 3/4x rad
b) ;A qué dngulo equivalen los siguientes dngulos? Los que dan mds de una vuelta.

a) 370° b) 1170° c) 2940° d) 7200

e) -720 f) 1492 g) 8,92 rad h) 23 rad
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3) Con la ayuda de un grafico, analizar qué signo tendrdn el seno, coseno y tangente de un dngulo (a) que se

encuentra en:

a) ler cuadrante b) 2do cuadrante ¢) 3er cuadrante d) cuarto cuadrante

4) ;Qué relacion hay entre las funciones trigonométricas de los dngulos de las siguientes figuras?

Ejey, ey

N Eje x
3 S e

5) Halla el radio r de una rueda que da 300 vueltas por minuto, impulsada por una correa que se mueve a 45 m/s.

6) La rueda de un vehiculo tiene un didmetro de 90 cm. ;Cudntas vueltas da aproximadamente por minuto cuando

viajaa 120 km/h?

7) Resolver los tridngulos rectingulos para los datos dados. Usa calculadora.

a) & =240, c=16

B
b)a=32.46; b=25,78
B
C
) a=240; a=-16 a
>0
d) S =71°; c=44 C b

e)a=312,7; c=809
Hb=4218; c=6.759
g) f =81°125a=43,6

8) Sobre un plano horizontal, un mdstil estd sujeto por dos cables, de modo que los tirantes quedan a lados opuestos.
Los dngulos que forman estos tirantes con respecto al suelo son 27 grados y 48 grados. Si la distancia entra las cunas

es de 50 m. jcudnto cable se ha gastado?, ;cudl es la altura a la cual estdn sujetos los cables?
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9) Desde lo alto de una torre de 300 metros de altura se observa un avién con un dngulo de elevacién de 15° y un
automévil en la carretera, en el mismo lado que el avién, con un dngulo de depresién de 30°. En ese instante, el
conductor del automévil ve al avién bajo un dngulo de elevacién de 65°. Si el avidn, el auto y el observador se
encuentran en un mismo plano vertical, calcule la distancia entre el avién y el automévil. Calcule también la altura

a la que vuela el avién en ese instante.

10) Un mastil tiene 15 metros de alto.
a. ;Cudnto mide la sombra que proyecta el mdstil cuando el
dngulo de elevacién del sol es de 57°?

b. ;Qué distancia hay desde el extremo superior del mdstil hasta

Angulo

el de su sombra? Horizontal de elevacion

Sombra
11) Una persona, de pie sobre un acantilado de 50 metros de altura observa dos boyas con dngulo de depresién
de 18°y 20°, respectivamente. Observar el esquema y calcular:

a) La distancia entre las boyas.
b) La distancia entre la persona y la boya mds cercana.

,,,,, e —————————. Horizontal
3 Angulo

0 P
0 de depresién

12) Para calcular la altura de un edificio, Carolina se ubica a una p

distancia de 40 metros. La linea de la visual del punto mds alto del 350
edificio y la horizontal forman un dngulo de 35°. Calcular la altura 16 n;Tr )
|

del edificio si se sabe que los ojos de Carolina estdn a 1,60 metros : e
del suelo. : 40 m

13) En unas fiestas populares se ha colgado una estrella
17m 17m
navidena en el centro de una cuerda, sujeta entre dos portes

de 12 metros de altura, como se muestra en la figura ;Cudl

12 m

es la distancia entre el suelo y la estrella?
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14) Hallar la longitud de los lados de las siguientes figuras:

——mmm e m e ————

3

i P

i

4

T
|
I
I
|
I
R
|
I
1
I
I
I
- -
I
|
I
I
|
I

-——g---

] [
-—-4---F---
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